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да 10/)111( −n  являются простыми при n = 17,  19,  73,  139 и 907 
и кандидатами в простые числа при n =  1 907,  2 029,  4 801,  
5 153 и 10 867. 
 
 

1.4. Действительные числа 
 

Множество чисел, представимых в виде десятичных дробей, 
называется множеством действительных (вещественных) чисел 
R.  

Как продемонстрировано далее (см. Разделы 1.4.1 и 1.4.2), все 
десятичные дроби можно разделить на два класса: бесконечные 
периодические десятичные дроби (рациональные числа) и беско-
нечные непериодические десятичные дроби (иррациональные 
числа). Отсюда следует, что  

а) в состав множества действительных чисел R входят все ра-
циональные и иррациональные числа; 

б) каждому действительному числу соответствует одна кон-
кретная точка на числовой оси X, и, обратно, каждая точка на чи-
словой оси X определяет одно конкретное действительное число.      
 

1.4.1. Рациональные числа 

Рациональные  числа (дроби) имеют вид ma / , где a — целое 
число и m — натуральное число. Так как любое целое число c 
можно представить в виде дроби 1/c , можно считать, что множе-
ство целых чисел Z входит в состав множества рациональных чи-
сел Q. На множестве Q определены все четыре арифметические 
операции (сложение, умножение, вычитание и деление) и опера-
ции сравнения чисел (далее полагается, что a, b, c — целые чис-
ла; m, k, l — натуральные числа). 

1) Операции сравнения: 
a) kbma // = , если bmak = ,    

kbma // > , если bmak > ,    
kbma // < , если bmak < .    

б) mbma // = , если ba = ,    
mbma // > , если ba > ,    
mbma // < , если ba < .    
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в) kama // = , если km = ,    
kama // > , если km < ,    
kama // < , если km > .    

г) 1/ <ma  (правильная дробь), если ma < ,    
1/ =ma  (неправильная дробь), если ma = ,    
1/ >ma (неправильная дробь), если ma > .    

д) malc // = , если akc =  и mkl =  {если НОД ),( ma =1, то 
ma /  — несократимая дробь}.    

2) Арифметические операции: 
a) Сложение:     mkbmakkbma /)()/()/( +=+ .  
б) Вычитание:   mkbmakkbma /)()/()/( −=− . 
в) Умножение:  )/()()/()/( kmbakbma ××=× . 
г) Деление:         )/()()//()/( bmakkbma = .    

Пусть ma /  — правильная рациональная дробь ( 1/ <ma ). 
Опишем процедуру, позволяющую отметить значение ma /  точ-
кой на числовой оси X:  

а) на числовой оси X разделим отрезок [–1, 0] {если 0<a } 
или [0, 1] {если 0>a } на m частей; 

б) отметим конец каждой части (начиная от точки 0) цифрами 
1, 2, …, |a|, …, m  и там, где стоит отметка |a|, поставим 
точку. 

П р и м е р  1. Пусть требуется отметить на числовой оси X 
значение числа 3/8.  

Сначала на числовой оси X разделим отрезок [0, 1] пополам 
{это можно сделать, например, с помощью циркуля и линейки 
(натянутой нитки)}:  

[0, 1] = [0, 1/2] + [1/2, 1].   
Затем пополам разделим отрезки [0, 1/2] и [1/2, 1]:  

[0, 1] = [0, 1/4] + [1/4, 1/2] + [1/2, 3/4] + [3/4, 1].  

 
0 8/1  4/1  8/3    2/1  8/5  4/3  8/7  1 
| | | | | | | | | 

X 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 a  

Рис. 3. Положение чисел a / 8 (a = 0,1,…,8) на числовой оси X. 
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И, наконец, пополам разделим отрезки [0, 1/4], [1/4, 1/2], [1/2, 
3/4] и [3/4, 1]:  

[0, 1] = [0, 1/8] + [1/8, 1/4] + [1/4, 3/8] + [3/8, 1/2] +  
          [1/2, 5/8] + [5/8, 3/4] + [3/4, 7/8] + [7/8, 1]. 

Отметим конец каждого из 8-и построенных отрезков (начи-
ная от точки 0) цифрами 1, 2, …, 8 (см. Рис. 3) и там, где стоит 
отметка 3, поставим точку. 

Докажем, что  

1. Между любыми двумя рациональными числами 1r  и 2r  со-
держится бесчисленное множество рациональных чисел. 

2. Любое рациональное число r можно представить в виде 
бесконечной периодической десятичной дроби. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. 

1. Пусть 1r < 2r . Очевидно, что между 1r  и 2r находится рацио-

нальное число 2/)( 213 rrr +=  (среднее арифметическое чисел 1r  

и 2r ), то есть 231 rrr << . Но между 1r  и 3r   находится рациональ-

ное число 2/)( 314 rrr += , а между 3r  и 2r  находится рациональ-

ное число 2/)( 314 rrr += , то есть 25341 rrrrr <<<< . Очевидно, 
что указанным образом можно построить сколь угодно длинную 
цепочку рациональных чисел, находящихся между заданными 
числами 1r  и 2r . 

2. Для упрощения дальнейших рассуждений будем предпола-
гать, что ma /  — правильная рациональная дробь ( 1/ <ma ) .  

а) Пусть  

ma / = kbbb K21,0 , 

где kbbb K21,0 — конечная десятичная дробь, в которой  

kbbb ,,, 21 K — некоторая последовательность цифр и 0≠kb . Тогда 
ma /  можно представить в виде десятично-рациональной дроби 

k
kbbb 10/21 K  (то есть, если ma /  — конечная десятичная дробь, 

то ma / рационально) и в виде бесконечной периодической деся-

тичной дроби KK 999)1(,0 21 −kbbb  .  
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Докажем, что 

KK 999)1(,0 21 −kbbb = kbbb K21,0  
Действительно,  

)1(999)1(,010 2121 −=−× kk
k bbbbbb KKK  + 0,999… . 

Обозначим бесконечную периодическую десятичную дробь 
0,999…= 0,(9) через x: x = 0,(9). Умножив равенство x = 0,(9) на 
10, получим 10x = 9,(9). Вычитая из равенства 10x = 9,(9) равен-
ство x = 0,(9), получим 9x = 9 или x = 1. Таким образом,  

)1(999)1(,010 2121 −=−× kk
k bbbbbb KKK +1= kbbb K21 . 

Откуда ==− k
kk bbbbbb 10/999)1(,0 2121 KKK kbbb K21,0 . 

Легко доказать, что  

ma / = kbbb K21,0  тогда и только тогда, когда число m не 
имеет простых делителей, отличных от 2 и/или 5.  

Действительно, предположим, что m = lk52 . Возможны два 
случая: kl ≤  и kl > . При kl ≤  умножим числитель и знамена-
тель рациональной дроби на lk −5 : ma / = )552/()5( lklklka −− ×××  = 

)52/()5( kklka ×× − = klka 10/)5( −× , то есть в данном случае ma /  
является десятично-рациональной дробью и, значит, представимо 
в виде конечной десятичной дроби. Во втором случае (при kl > ) 
доказательство отличается только тем, что числитель и знамена-
тель рациональной дроби умножаются на kl−2 .   

б) Пусть правильная рациональная дробь ma /  не является 
конечной десятичной дробью (m имеет хотя бы один простой де-
литель, отличный от 2 и/или 5 {см. пункт (а)}). Тогда при деле-
нии целого числа a на m в остатке могут появиться только числа 

1,2,,3,2,1 −− mmK  (см. Раздел 1.2.5). Поэтому в процессе деле-
ния неизбежно возникнет повторение остатка и, значит, в рас-
сматриваемом случае ma /  является бесконечной периодической 
десятичной дробью. 

Докажем теперь, что  
любая правильная бесконечная периодическая десятичная 

дробь представляет собой некоторое рациональное число.  
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Действительно, любую правильную бесконечную периодиче-
скую десятичную дробь ma /  можно записать в виде  

ma / = )(,0 2121 kl bbbccc KK ,  

где lccc K21  и kbbb K21 — последовательности цифр соответст-
венно неповторяющейся и повторяющейся частей бесконечной 
периодической десятичной дроби. Умножим ma /  сначала на 

kl +10 , а затем на l10 : 
kl +10 × )/( ma = kl bbbccc KK 2121 + )(,0 21 kbbb K , 

l10 × )/( ma = lccc K21 + )(,0 21 kbbb K . 
Вычитая второе произведение из первого, получим 

( kl +10 – l10 )× )/( ma = kl bbbccc KK 2121 – lccc K21  
или 

ma / = ( kl bbbccc KK 2121 – lccc K21 )/( kl +10 – l10 ). 
Таким образом, ma /  равно отношению двух натуральных 

чисел и, следовательно, рационально. 

П р и м е р  2. Найти рациональное число, которому соответ-
ствует бесконечная периодическая десятичная дробь 

 0,21(857142). 
Решение: 

ma / =(21857142 – 21)/99999900 = 153/700. 
 

1.4.2. Иррациональные числа 

В Разделе 1.4.1 доказано, что любое рациональное число r  
– можно представить в виде конечной и/или бесконечной пе-
риодической десятичной дроби; 

– отметить значение r точкой на числовой оси X. 

Числа α, которые можно представить в виде бесконечных не-
периодических десятичных дробей, называются иррациональ-
ными {иррациональными (нерациональными) являются, напри-

мер, числа 7  и 3 6  (доказательство этого факта см. далее в 
Примере 1)}. 

Докажем, справедливость следующего Утверждения: 
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Если рациональная несократимая дробь ma /  является кор-
нем алгебраического уравнения 

01
2

2
1

1 cxcxcxcxc n
n

n
n +++++ −

− K = 0 

с целыми коэффициентами ,,,,, 011 сссс nn K−  то m является дели-

телем nc  и  a — делителем 0c .  

Следствие 1: Если в обсуждаемом уравнении 1=nc , то m = 1. 

Следствие 2: Если число вида n a  не является целым числом, 
то оно является иррациональным числом.   

Д о к а з а т е л ь с т в о. 

Пусть ma /  — корень уравнения ++++ −
−

2
2

1
1 xcxcxc n

n
n

n K  

001 =+ cxc . Это означает, что если вместо x подставить в уравне-
ние число ma / , то получим равенство 

0)/()/()/()/( 01
2

2
1

1 =+++++ −
− cmacmacmacmac n

n
n

n K  
 

Умножив обе части равенства на nm , получим 
nnnn

n
n

n mcamcmacmacac 0
1

1
22

2
1

1 +++++ −−−
− K = 0. 

Откуда 
nnnn

n
n

n mcamcmacmacac 0
1

1
22

2
1

1 −−−−−= −−−
− K = 

)( 1
0

2
1

32
2

1
1

−−−−
− −−−−− nnnn

n mcamcmacacm K ; 

)( 1
1

2
2

2
1

1
0

−−−
−

− ++++−= nnn
n

n
n

n mcamcmacacamc K . 

Так как по условию nc  и a — целые числа и НОД(a, m) = 1, то 

из выражения для n
nac  следует, что m является делителем nc  (см. 

в Разделе 1.2.2 свойство 3 наибольшего общего делителя), а из 
выражения для nmc0  следует, что a является делителем 0c .  

П р и м е р  1. Докажем, что 10  и 3 6  являются иррацио-
нальными числами.  

Действительно, число 10  является корнем уравнения 

0102 =−x  (n = 2, 1=nc ), а число 3 6  — корнем уравнения 

063 =−x  (n = 3, 1=nc ). Как сформулировано в Следствии 2 (см. 
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ранее), если число вида n a  не является целым числом, то оно 
является иррациональным числом. Но  из неравенства 974 <<  

следует, что 974 <<  или 2 < 7 < 3, то есть 7  не являет-
ся целым числом. Аналогично, из неравенства 861 <<  следует, 
что 3 1 < 33 86 <   или 1 < 3 6 < 2, то есть 3 6  также не является 
целым числом. 

Отметим, что существует бесконечное множество таких ир-
рациональных чисел α, которые не являются корнем ни одного 

алгебраического уравнения 01
2

2
1

1 cxcxcxcxc n
n

n
n +++++ −

− K = 0. 
Все α такого рода называются трансцендентными числами. На-
пример, трансцендентным является  

– число Лиувилля α = 0,1100010…, в котором после позиции 
«0,» цифра 1 находится на местах с номерами 1!, 2!, 3!, … 
(это число построено французским математиком Лиувиллем 
в 1844 году);       

– число π = 3,141592653589793… (трансцендентность π дока-
зана немецким математиком Фердинандом Линдеман в 1882 
году); 

– число Эйлера e = 2,718281828459045… (трансцендентность 
e доказана Шарлем Эрмитом в 1873 году); 

– любое число вида ae  при условии, что 0≠a  и a —  алгеб-
раическое число (является корнем алгебраического уравне-

ния +n
nxc 01

2
2

1
1 cxcxcxc n

n ++++−
− K = 0) (теорема Линде-

ман). 

По определению (см. ранее) иррациональные числа α можно 
представить в виде бесконечных непериодических десятичных 
дробей 

0)(   )10/()10/()10/( 2
210 >α++++=α KK n

naaaa  
или 

0)(  } )10/()10/()10/({ 2
210 <α++++−=α KK n

naaaa , 

где 0a — целое число, а KK ,,,1 naa — некоторые цифры десятич-
ной системы исчисления (0,1,2,…,9). 
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Конечные десятичные дроби 
n

nn aaaaa 10/10/10/ 2
210 ++++= K   и 

0)(   10/)1(10/10/ 2
210 >α+++++= n

nn aaaaa K  
или 

}10/)1(10/10/{ 2
210

n
nn aaaaa +++++−= K  и 

0)(  } 10/10/10/{ 2
210 <α++++−= n

nn aaaaa K , 
между которыми заключено число α, называются его десятич-

ными приближениями с точностью до n10/1 , где число n — по-
рядок приближения. Так как nn aa ≤α<  при α > 0 и nn aa <α≤   

при α < 0, na называется приближением числа α с недостатком, 

а na — приближением α с избытком.  

Рассмотрим, как производятся арифметические операции с 
иррациональными числами. 

Пусть положительные иррациональные числа α и β заданы 
системой неравенств 

nn aa ≤α<  и nn bb ≤β< , 

где K,3,2,1=n  . Тогда арифметические операции с числами α и β 
задаются следующими правилами 

a) Сложение:     α + β = g, если g задается системой нера-
венств nnnn bagba +≤<+  ( K,3,2,1=n ).  

б) Вычитание:   α – β = g, если g задается системой нера-
венств nnnn bagba −≤<−  ( K,3,2,1=n ). 

в) Умножение:    α×β = g, если g задается системой нера-
венств nnnn bagba ×≤<×  ( K,3,2,1=n ). 

г) Деление:           α / β = g, если g задается системой нера-
венств nnnn bagba // ≤<  ( K,3,2,1=n ).    

Можно доказать, что  
i)   существует единственное число g, удовлетворяющее ука-

занным в пунктах (а) – (г) системам неравенств; 
ii)  арифметические операции, определенные в пунктах (а) – 

(г) для иррациональных чисел, применимы и к рациональ-
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ным числам 1r  и 2r , записанным в виде бесконечных пе-
риодических десятичных дробей; 

iii) множество иррациональных чисел незамкнуто по отно-
шению к действиям сложения, вычитания, умножения и 
деления, то есть сумма, разность, произведение и частное 
двух иррациональных чисел может быть как иррациональ-
ным, так и рациональным числом. 

П р и м е р  2. Найти число g = α + β, когда α = 2,35712… и  β 
= 11,11543… .   

Последовательно находим 

0a + 0b = 2+11 = 13; 
00 ba + = 3+12 = 15; 

1a + 1b = 2,3+11,1 = 13,4; 
11 ba + = 2,4+11,2 = 13,6; 

2a + 2b = 2,35+11,11 = 13,46; 
22 ba + = 2,36+11,12 = 13,48; 

3a + 3b = 2,357+11,115 = 13,472; 
33 ba + = 2,358+11,116 = 13,474; 

……………………………….. ……………………………….. 

Таким образом, g задается системой неравенств: 
13 < g ≤ 15 

13,4 < g ≤ 13,6 
13,46 < g ≤ 13,48 

13,472 < g ≤ 13,474 
……………………… 

Обратим внимание, что если существует аналитический спо-

соб представления иррациональных чисел α и β {например, 7 , 
3 6 , )9/cos(π , 2log }, то практическое осуществление арифмети-
ческих операций с α и β возможно только тогда, когда известен 
алгоритм подсчета их значений с заданной точностью или метод 
приближения α и β рациональными числами.     

П р и м е р  3. Пусть требуется подсчитать значение  иррацио-

нального числа x=α  с погрешностью ε. 

а) Алгоритм подсчета значений  числа x=α : 

1. Присвоить i значение 0. В качестве ia  выбрать любое 
число, для которого xai ≥2 ; положить ia  = x / ia ;    
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2. Положить 1+ia = ( ia + ia  )/2, 1 +ia = x / 1+ia .  

3. Подсчитать значение ∆ = 1+ia – 1 +ia . Если ∆  < ε, то пе-

рейти к пункту 4. Иначе, увеличить значение i на 1 и пе-
рейти к пункту 2. 

4. Конец расчетов. 

Например, если 7=α  и 610−=ε , то  
– при i = 0  0a = 3 (так как 7 <  32 = 9), 0 a = 7 / 3 ≈ 

2,3333333;  
– при i = 1 1a = (3+2,3333333) / 2 ≈ 2,6666666, 1 a = 

7 / 2,6666666 ≈ 2,6250000; 
– при i = 2 2a = (2,6666666+2,6250000) / 2 = 2,6458333, 2 a = 

7 / 2,6458333 ≈ 2,6456693; 
– при i = 3 3a = (2,6458333+2,6456693) / 2 = 2,6457513, 3 a = 

7 / 2,6457513 ≈ 2,6457513. 
Так как 3a  и 3 a  совпадают в 7-ом знаке после запятой, рас-

четы закончены: 2,6457513≈α . 

б) Метод приближения числа x=α  рациональными чис-
лами: 

1. Найти набор чисел K,, 21 qq : 

а) Положить i = 0, α=αi .    

б) 1+iq = ][ iα , =α +1i  )/(1 1+−α ii q = )/()( 2
1

2
1 ++ −α+α iiii qq   

в) Увеличить значение i на 1 и перейти к пункту (б). 

2. С помошью рекуррентных соотношений (i = 2,3,4,…)  

21 −− += iiii aaqa , 21 −− += iiii mmqm  

с начальными условиями 10 =a , 00 =m , 11 qa =  и 11 =m , 

подсчитать значения рациональных дробей ii ma /  и вы-
брать из этих дробей требуемое рациональное прибли-

жение числа x=α .  
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Отметим, что  
– в пункте 1(б) 1+iq  — целая часть iα , а )( 1+−α ii q  — дробная 
часть iα . Таким образом, )( 1+−α ii q < 1 и, значит, 

)/(1 1+−α ii q  > 1; 

– так как для иррациональных чисел x=α  и только для них  
последовательность чисел K,, 21 qq  является бесконечной 
периодической последовательностью (теорема Лагран-
жа), ее можно записать как ),,,(,,,, 2121 tsss qqqqqq KK ++ , где 

sqqq ,,, 21 K  и tss qqq ,,, 21 K++ — соответственно неповто-
ряющаяся и повторяющаяся части последовательности 

K,, 21 qq ; 

– найденные в пункте 2 дроби ii ma /  являются наилучшими 

приближениями числа x=α  среди всех рациональных 
дробей, знаменатели которых не превосходят значений im ; 

– дроби ii ma /  с четными номерами больше исходного числа 
α, а дроби с нечетными номерами — меньше. 

Например, если 7=α  и 610−=ε , то  
1) найдем набор чисел ),,,(,,,, 2121 tsss qqqqqq KK ++ : 

2]7[1 ==q , =α1 3/)27()47/()27( +=−+ ; 

1]3/)27[(2 =+=q , =α2 2/)17()17/()17(3 +=−+ ; 

1]2/)17[(3 =+=q , =α3 3/)17()17/()17(2 +=−+ ; 

1]3/)17[(4 =+=q , =α4 27)47/()27(3 +=−+ ; 

4]27[5 =+=q , =α5 3/)27()47/()27( +=−+ ; 

Так как  =α5 1α , получаем, что 26 qq = , 37 qq = , … . 
Таким образом, в обсуждаемом случае бесконечную по-
следовательность чисел K,, 21 qq = 2, 1, 1, 1, 4, 1, 1, 1, 4,… 
можно записать в виде 2, (1, 1, 1, 4). 

2) найдем рациональные приближения числа 7=α : 
10 =a  00 =m  

21 =a  11 =m  
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3012 =+= aaa  1012 =+= mmm  

5123 =+= aaa  2123 =+= mmm  

8234 =+= aaa  3234 =+= mmm  

374 345 =+= aaa  144 345 =+= mmm  

45456 =+= aaa  17456 =+= mmm  

82567 =+= aaa  31567 =+= mmm  

127678 =+= aaa  48678 =+= mmm  

5904 789 =+= aaa  2234 789 =+= amm  

7178910 =+= aaa  2718910 =+= mmm  

130791011 =+= aaa  49491011 =+= mmm  

2024101112 =+= aaa  765101112 =+= mmm  

94034 111213 =+= aaa  35544 111213 =+= mmm  

11427121314 =+= aaa  4319121314 =+= mmm  

20830131415 =+= aaa  7873131415 =+= mmm  

3) подсчитаем значения дробей ii ma /  для i = 11, 12, 13, 14 
и 15: 

1111 / ma = 1 307 / 494      = 2,64574898 

1212 / ma = 2 024 / 765      = 2,64575163 

1313 / ma = 9 403 / 3 554  = 2,64575126 

1414 / ma = 11 427 / 4 310 = 2,64575133 

1515 / ma = 20 830 / 7 873 = 2,64575130 

Так как 1313 / ma < α < 1414 / ma  {дроби ii ma /  с четными 
номерами больше исходного числа α, а дроби с нечетны-
ми номерами — меньше (см. ранее)}, а ( )/ 1414 ma –

1313 /( ma ) = 8107 −× , получаем, что для приближения 

числа 7=α  с погрешностью 610−=ε  достаточно взять 
рациональную дробь 1313 / ma = 9 403 / 3 554. 
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