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Глава 2. Линейные уравнения и матрицы 
 
 
 

 Математические понятия и теоремы сущест-
вуют независимо от человеческого мышления.  

Г. Кантор 
 

 
 

 
2.1. Линейные уравнения с одним и двумя неизвестными  

 
2.1.1. Линейные уравнения с одним неизвестным 

А. Уравнение 
ax – b = 0  

называется линейным уравнением с одним неизвестным.  
Очевидно, что  
указанное уравнение имеет единственное решение  x0 = b/a, 

когда a ≠  0  и R∈x . 

Б. По аналогии с линейным уравнением определим линейное 
сравнение с одним неизвестным (определение и свойства сравне-
ний см. в Разделе 1.2.5): 

ax – b ≡ 0 (mod m).  
Рассмотрим, в каких случаях линейное сравнение имеет ре-

шение (a, b, m — целые числа). 

1) Пусть НОД(a, m) = 1 (a и m являются взаимно простыми 
числами).  

В этом случае, если x принимает последовательно одно из 
значений 

0, 1, ..., m – 2, m – 1,  
то от деления чисел ax на m получим m разных остатков (см. в 
Разделе 1.3.4 доказательство малой теоремы Ферма) и, следова-
тельно, одно и только одно из чисел ax (например, ax0) будет 
сравнимым с числом b по модулю m. Очевидно, что помимо x0 
данному линейному сравнению удовлетворяет и любое x, срав-
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нимое с x0, то есть имеющее вид x = x0 + mk, где k — произволь-
ное целое число.  

Таким образом 
при НОД(a, m) = 1 общее решение линейного сравнения имеет 

вид x = x0 + mk, где 0 ≤ x0 ≤ m – 1 и k — произвольное целое число. 

Опишем три разных способа, позволяющих найти частное 
решение x0 линейного сравнения ax – b ≡ 0 (mod m). 

Способ 1. Искать x0  методом перебора значений 0, 1, ..., m – 
2, m – 1. 

Способ 2. В Разделе 1.2.4 приведен алгоритм нахождения та-
ких целых чисел A и B, что aA + mM = НОД(a, m). Так как в на-
шем случае НОД(a, m) = 1, имеем aA + mM = 1. Умножив по-
следнее равенство на b, получим aAb + mMb = b, и, значит, спра-
ведливо сравнение aAb – b ≡ 0 (mod m).  Так как исходное срав-
нение имеет вид ax – b ≡ 0 (mod m), приходим к выводу, что x0 = 
Ab. 

Способ 3. В Разделе 1.3.4 доказана теорема Эйлера, согласно 
которой, если целое число a > 1 взаимно просто с m {НОД(a, 

m) = 1}, то 1)( ≡ϕ ma (mod m) или  

01)( ≡−ϕ ma (mod m),  
где )(mϕ — функция Эйлера, значение которой равно количеству 
всех таких целых чисел b < m, что НОД(b, m) = 1. Умножив по-
следнее сравнение на b, получим, что 

0)( ≡−ϕ bba m (mod m).  
Так как исходное сравнение имеет вид ax – b ≡ 0 (mod m), прихо-

дим к выводу, что x0 =
1)( −ϕ mba . 

 П р и м е р  1. Используя Способы 2 и 3, найти решение ли-
нейного сравнения 

105x – 11 ≡ 0 (mod 38). 

i) При использовании Способа 2 имеем  
105×(–17) + 38×47 = 1 

(см. Пример в Разделе 1.2.4) и, значит, x0 = –17×11 = –187. Таким 
образом, общее решение этого сравнения имеет вид  

x =  –187 + 38k 
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или  
x = –187 + 5×38 + 38k = 3 + 38l, 

где k и l — произвольные целые числа. 

ii) При использовании Способа 3 необходимо сначала под-
считать значение функции Эйлера )(mϕ при m = 38. Так как про-
изведение 2×19 является каноническим разложением числа 38, 
имеем  

=ϕ )38( (2 – 1)(19 – 1) = 18 
(способы подсчета значений )(mϕ  см. в Разделе 1.3.4 после дока-

зательства теоремы Эйлера) и, значит, x0 =
1)( −ϕ mba = 1710511× . Та-

ким образом, при использовании Способа 3 общее решение об-
суждаемого сравнения имеет следующий вид  

x = 1710511× + 38k, 
где k — произвольное целое число.  

Для того чтобы упростить полученное решение, заметим, что 
105 ≡ –9 (mod 38), 1052 ≡ 81 ≡ 5 (mod 38), 
1054 ≡ 25 (mod 38), 1055 ≡ –225 ≡ 3 (mod 38), 
10515 ≡ 27 ≡ –11 (mod 38), 10517 ≡ –55 ≡ –17 (mod 38), 

1710511×  ≡ –187 ≡ 3 (mod 38), 
и, значит,  

x = 3 + 38k. 

2) Пусть НОД(a, m) = d > 1.  
В этом случае, a = da', m = dm', где НОД(a', m') = 1.  

Докажем, что 

а) если b не делится на d нацело, то линейное сравнение не 
имеет решений; 

б) если b делится на d, то линейное сравнение имеет d част-
ных решений 

x = x0 + m'k = x0 – (m/d)k,  
где k = 0, 1, 2, …, d – 1, а  x0 — одно из чисел 

0, 1, ..., m/d – 1. 
Действительно, 

а) Если x удовлетворяет линейному сравнению ax – b ≡ 0 (mod 
m), то 
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ax – b = mc и b = ax – mc = d(a'x – m'c),  
то есть b должно быть кратно d. 

б) Если b делится на d, то b = db' и сравнение da'x – db' ≡ 0 
(mod dm') равносильно (см. в Разделе 1.2.5 свойство 3 сравнений) 
сравнению  

a'x – b' = 0 (mod m'),  
которое, как уже известно (см. пункт 1), имеет решение 

x = x0 + m'k = x0 – (m/d)k. 

Легко сообразить, что  
α) числа x0 + m'k  образуют столько частных решений исход-

ного сравнения ax – b ≡ 0 (mod m), сколько их  содержится в пол-
ной системе вычетов: 0, 1, 2, ..., m – 2, m – 1; 

β) из чисел x = x0 + m'k  в полную систему наименьших неот-
рицательных вычетов попадают только  

x0 , x0 + m', x0 +2m', ..., x0 +(d –1)m', 
то есть всего d чисел. Таким образом, у исходного сравнения 
имеется ровно d частных решений. 

П р и м е р  2. Найти все частные решения линейного сравне-
ния 

9x – 15 ≡ 0 (mod 21). 
Так как НОД(9, 21) = 3 и 15 = 3×5, сравнение 9x – 15 ≡ 0 (mod 

21) заменим сравнением 
3x – 5 ≡ 0 (mod 7). 

i) Используем для решения этого сравнения указанный ранее 
Способ 2.  

Сначала найдем такие целые числа A и B, что 3×A + 7×B = 1 
(описание алгоритма нахождения таких целых чисел приведено в 
Разделе 1.2.4):  

1. Из алгоритма Евклида получим следующую цепочку ра-
венств:  

7 = 3×2 + 1  
3 = 1×2 + 1  

2 = 1×2 
Откуда НОД(7, 3) = 1, k = 2 и набор чисел {q}= 2, 2.  
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2. 00 =A , 10 =B , 11 =A , 21 −=B .  

1102 AqAA −= = 0 – 2×1 = –2,  1102 BqBB −= = 1 –2×(–2) = 5. 

Таким образом, A = 5, B = –2  и, значит, справедливо соотно-
шение  

3×5 + 7×(–2) = 1. 
Умножив полученное соотношение на 5, получим 

3×5×5 + 7×(–2)×5 = 1×5. 
Следовательно, справедливо сравнение  

3×25 – 5 ≡ 0 (mod 7), 
а общее решение сравнения 3x – 5 ≡ 0 (mod 7) имеет вид  

x = 25 – 7k  или  x = 25 – 7×3 + 7k = 4 + 7l, 
где k и l — произвольные целые числа. 

Все три частных решения исходного сравнения 9x – 15 ≡ 0 
(mod 21) получим из общего решения x = 4 + 7l при l = 0, 1 и 2:  

x = 4, 11 и 18.  

ii) Используем для решения сравнения 3x – 5 ≡ 0 (mod 7) ука-
занный ранее Способ 3.  

Сначала подсчитаем значение функции Эйлера )(mϕ при m = 
7. Так как 7 — простое число,  

=ϕ )7( (7 – 1) = 6 
(способы подсчета значений )(mϕ  см. в Разделе 1.3.4 после дока-
зательства теоремы Эйлера) и, значит, x0 =

1)( −ϕ mba = 535× = 1 215. 
Таким образом, при использовании Способа 3 общее решение 
обуждаемого сравнения имеет следующий вид  

x = 1 215 + 7k = 1 215 – 173×7 + 7k = 4 + 7l, 
где k и l — произвольные целые числа. 

 

2.1.2. Линейные уравнения с двумя неизвестными 

Рассмотрим уравнение  
ax + by – c = 0,  

которое называется линейным уравнением с двумя неизвестны-
ми x и  y.  

 

 



 93 

1. Очевидно, что  
при 0≠a и R∈yx,  ( R  — множество действительных чи-

сел) все решения x0  уравнения ax + by – c = 0  задаются условия-
ми  

i) x0= abyc /)( − ;   
ii) y — произвольное действительное число. 

2. Пусть Z∈yxcba ,,,, , где Z  — множество целых чисел. В 
этом случае уравнение ax + by – c = 0 называется линейным дио-
фантовым уравнением  с двумя неизвестными x и y. 

а) Если НОД(a, b) = d, то daa 1= , dbb 1=  и обсуждаемое 
уравнение имеет вид 

cybxad =+ )( 11 . 
Полученное уравнение может иметь целые решения только в том 
случае, когда dcc 1= . Сокращая на d, получим уравнение  

111 cybxa =+ , 

в котором НОД ),( 11 ba  = 1.  
Далее будем полагать, что в исходном уравнении ax + by – c 

= 0  НОД ),( ba  = 1.  

б) Найдем, как выглядит общее решение диофантового урав-
нения ax + by – c = 0.   

i) Пусть c= 0. В этом случае уравнение имеет вид  
ax + by = 0 

и, следовательно,  
x = – (b/a) y.    

Так как Z∈yx, , получаем, что   
y = ak  и  x = – (b/a)ak = – bk, 

где k — произвольное целое число. 

ii) Пусть 0≠c . Докажем, что 
если 0x и 0y  — частное решение уравнения ax + by – c = 

0, то общее решение этого уравнения имеет вид 
x = 0x – bk,  y = 0y + ak. 

Действительно, пусть yx ′′, — произвольное решение 
уравнения ax + by – c = 0. Тогда из равенств 
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0=−′+′ cybxa  и  000 =−+ cbyax  
получаем  

bxxayy /)( 00 ′−=−′ .    

Так как 0yy −′ — целое число и НОД ),( ba  = 1 получаем, 

что  xx ′−0  должно делиться на b, то есть  

bkxx =′−0 , akbabkyy ==−′ /0 , 
где k — произвольное целое число, и, значит, любое реше-
ние yx ′′,  диофантового уравнения ax + by – c = 0 имеет вид 

bkxx −=′ 0 , 0yaky +=′ . 

 в) Обратим внимание, что из изложенного в пункте (б) не яс-
но, каким образом можно найти частное решение 0x , 0y  диофан-
тового уравнения ax + by – c = 0. В данном пункте продемонстри-
руем, что для решения указанной проблемы достаточно задачу о 
решении диофантового уравнения ax + by – c = 0, свести к задаче 
о решении соответствующего линейного сравнения с одним не-
известным.       

Действительно, из уравнения ax + by = c  получаем, что  
y = (c – ax)/b. 

Пусть НОД(a, с) = d, то есть a = da1  и с = dc1 . Тогда 
y = (c – ax)/b = bcxadbdxadc /)(/)( 1111 −−=−  

и, следовательно, должно выполняться линейное сравнение 
11 cxa −  ≡ 0 (mod b). 

i) В согласии с указанным ранее Способом 2 решения линей-
ных сравнений (см. Раздел 2.1.1), сравнение 11 cxa − ≡ 0 

(mod b) имеет целочисленное решение x = bkAc +1 , где k — 
произвольное целое число и A — такое целое число, что 
при некотором целом B справедливо соотношение  

a1 A + bB = 1. 
Умножив соотношение a1 A + bB = 1 на dc1 , получим 

a1 dc1 A + dc1 bB = dc1 . Откуда, учитывая, что da1 = a  и 

dc1 = c, получим соотношение aAc1 +b(cB) = c  и, значит,  
c – aAc1 = b(cB). 
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При x = bkAc +1   

y = bcxad /)( 11 −−  = (c – aAc1)/b – ak = b(cB)/b – ak = cB – ak 
и, очевидно, является целым числом. 

Таким образом, получаем следующий результат: 
при НОД ),( ba  = 1 общее целочисленное решение линей-

ного уравнения ax + by – c = 0 имеет вид x = bkAc +1 и y = 
cB – ak, где k — произвольное целое число, а A и B удовле-
творяют уравнению a1 A + bB = 1. 

ii) В согласии с указанным ранее Способом 3 решения линей-
ных сравнений (см. Раздел 2.1.1), сравнение 11 cxa −  ≡ 0 

(mod b) имеет целочисленное решение x = 1)(
11

−ϕ bac  bk+ , 
где k — произвольное целое число и )(bϕ  — функция Эй-
лера.  

При  x = 1)(
11

−ϕ bac bk+   

y = bcxad /)( 11 −−  = bac b /)1( )(
1 −− ϕ  – ak 

и так как по теореме Эйлера )1( )(
1 −ϕ ba  делится на b (см. 

Раздел 1.3.4), y является целым числом. 
Таким образом, получаем следующий результат: 
при НОД ),( ba = 1 общее целочисленное решение линей-

ного уравнения ax + by – c = 0 имеет вид x = 1)(
11

−ϕ bac bk+  и 

y = bac b /)1( )(
1 −− ϕ  – ak, где k — произвольное целое число и 

)(bϕ  — функция Эйлера. 
Отметим, что для упрощения указанного решения не-

обходимо  

– решение x = 1)(
11

−ϕ bac bk+ представить в виде x = 0x bk+ , 

где  | 0x | < |b| (см. Примеры 1, 2 в Разделе 2.1.1); 

– решение y = bac b /)1( )(
1 −− ϕ – ak  заменить на  y = 0y ak− , 

где 0y = bcxad /)( 101 −− .  

П р и м е р. Пусть требуется решить в целых числах уравне-
ние 

105x + 38y = 5. 
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Имеем y = (5 – 105x)/38 = –5×(21x – 1)/38  и, следовательно, 
должно выполняться линейное сравнение 

121 −x  ≡ 0 (mod 38). 

i) Найдем такие целые числа A и B, что 21×A + 38×B = 1 (опи-
сание алгоритма нахождения таких целых чисел приведено в Раз-
деле 1.2.4):  

1. Из алгоритма Евклида получим следующую цепочку ра-
венств:  

38 = 21×1 + 17  
21 = 17×1 + 4  
17 = 4×4 + 1  

4 = 1×4  
Следовательно, НОД(38, 21) = 1, k = 3 и набор чисел 

110 ,,, −kqqq K = 1, 1, 4.  

2. 00 =A , 10 =B , 11 =A , 11 −=B . Подсчитаем значения 1+iA  и 

1+iB  для i = 1, 2. 

1102 AqAA −= = 0 – 1×1 = –1, 1102 BqBB −= = 1 –1×(–1) = 2; 

2213 AqAA −= = 1 – 4×(–1) = 5, 2213 BqBB −= = –1 –4×2 = –9. 

Таким образом, A = –9, B = 5 {21×(–9) + 38×5 = 1}, а искомое 
решение уравнения имеет вид    

x = bkAc +1 = –9×1 + 38k = –9 + 38k,  
y = cB – ak = 5×5 – 105k = 25 – 105k, 

где k — произвольное целое число. 

ii) Так как =ϕ )38( 18 (см. Пример 1 в Разделе 2.1.1), искомое 
решение уравнения 105x + 38y = 5 имеет вид:  

x = 1)(
11

−ϕ bac bk+ = 1721 + 38k, 

y = bac b /)1( )(
1 −− ϕ  – ak = –5( 12118 − )/38 – 105k. 

Для того чтобы упростить полученное решение, заметим, что 
21 ≡ –17 (mod 38), 212 ≡ 441 ≡ –15 (mod 38), 
214 ≡ 225 ≡ –3 (mod 38), 218 ≡ 9 (mod 38), 
2116 ≡ 81 ≡ 5 (mod 38), 2117 ≡ –85 ≡ –9 (mod 38). 

Откуда получаем, что 0x = –9 и, значит,  
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x = 0x bk+ = –9 + 38k,  

0y = bcxad /)( 101 −−  = 255538/)}1)9(21{5 =×=−−××− ,   

y = 0y ak− = 25 – 105k,  
где k — произвольное целое число. 

 
 
2.2. Классические (магические) и латинские матрицы 

 
2.2.1. Алгоритмы построения классических матриц  

нечетного порядка 

Классической (магической) матрицей {или, как еще часто го-
ворят, классическим (магическим) квадратом} порядка n назы-
вается квадратная таблица размера nn × , так заполненная после-
довательными натуральными числами от 1 до n2, что их сумма по 
строкам, столбцам и диагоналям таблицы одинакова. С древних 
времен известны алгоритмические описания следующих трех 
простых методов построения классических (магических) матриц 
нечетного порядка. 

А. Метод террас.  
 
Y                  

4      5            

3     4  10           

2    3  9  15     3 16 9 22 15 

1   2  8  14  20    20 8 21 14 2 

0  1  7  13  19  25   7 25 13 1 19 

–1   6  12  18  24    24 12 5 18 6 

–2    11  17  23     11 4 17 10 23 

–3     16  22       (2)  

–4      21            

                  

 X –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4        

     (1)           
Рис. 5. Построение классической матрицы 5×5 методом террас.  
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