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2.3. Общие сведения о системах линейных уравнений с n 
неизвестными  

 
2.3.1. Определения  

Линейным уравнением с n неизвестными называется урав-
нение вида 

a1x1 + a2x2 + ... + anxn = b,  
где числа a1, a2, ..., an — коэффициенты уравнения, b — свобод-
ный член, x1, x2, ..., xn — неизвестные. Если b = 0, то линейное 
уравнение называется однородным. 

Совокупность m линейных уравнений с n одинаковыми неиз-
вестными называется системой линейных уравнений. В общем 
случае систему из m линейных уравнений удобно представлять в 
следующем виде 

a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn = b1,  
a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn = b2,  
... ... ... ... ... ... ... ... ... ... … 

am1x1 + am2x2 + ... + amnxn = bm,  
где числа aik — коэффициенты уравнений, числа bi — свободные 
члены уравнений, xi — неизвестные, i — номер уравнения (i = 1, 
2, ..., m), k — номер неизвестной (k = 1, 2, ..., n). Отметим, что 
число уравнений в системе не обязательно совпадает с числом 
неизвестных: m может быть меньше, равно или больше числа n. 

Совокупность n чисел c1, c2, ..., cn называется решением ли-
нейной системы уравнений, если после замены неизвестных x1, x2, 
..., xn соответственно числами c1, c2, ..., cn каждое из уравнений 
системы превращается в тождество (справедливое равенство). 

Система уравнений, имеющая хотя бы одно решение, называ-
ется совместной, а система, не имеющая ни одного решения, не-
совместной.  

Совместная система, имеющая единственное решение, назы-
вается определенной. Если же решений более одного, то система 
называется неопределенной. 

Две системы линейных уравнений называются эквивалент-
ными или равносильными, если любое решение одной из них яв-
ляется также решением другой, то есть если они имеют одно и то 
же множество решений. Любые две несовместные системы счи-
таются эквивалентными. 
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Под элементарными преобразованиями системы линейных 
уравнений понимаются следующие операции: 

1) умножение какого-либо уравнения системы на число, от-
личное от нуля; 

2) прибавление к одному уравнению другого уравнения, ум-
ноженного на произвольное число; 

3) перемена местами любых двух уравнений; 
4) перемена местами любых двух столбцов, образованных 

элементами aij1xj1 и aij2xj2. 

Докажем, что 
при элементарных преобразованиях исходная система линей-

ных уравнений переходит в равносильную систему. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. При преобразовании 1 одно из урав-
нений системы, например первое, заменяется на уравнение 

da11x1 + da12x2 + ... + da1nxn = db1.  
Если к этому уравнению прибавить какое-либо другое урав-

нение системы, например второе, то есть выполнить преобразо-
вание 2, то первое уравнение системы примет вид:  

(da11 + a21)x1 + (da12 + a22)x2 + ... + (da1n + a2n)xn = db1 + b2.  
Ясно, что если числа c1, c2, ..., cn удовлетворяют всем уравне-

ниям исходной системы, то они удовлетворяют и этим двум 
уравнениям, то есть все решения исходной системы уравнений 
будут являться решениями новой системы. 

Благодаря обратимости элементарных преобразований спра-
ведливо и обратное:  

всякое решение новой системы уравнений является и решени-
ем исходной системы.  

Следовательно, элементарные преобразования 1 и 2 действи-
тельно переводят исходную систему уравнений в равносильную 
(для преобразований 3, 4 это очевидно). 

Два уравнения системы называются линейно зависимыми, 
если их с помощью элементарных преобразований можно при-
вести к одинаковому виду.  
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В силу доказанных свойств элементарных преобразований  
система уравнений, из которой исключено одно из двух ли-

нейно зависимых уравнений, будет равносильна исходной систе-
ме. 

 
2.3.2. Универсальный метод решения систем линейных  

уравнений с n неизвестными  

Рассмотрим универсальный метод решения систем линейных 
уравнений с n неизвестными, называемый методом последова-
тельного исключения неизвестных или методом Гаусса. Суть 
этого метода состоит в том, чтобы, используя элементарные пре-
образования 1 – 4 (см. Раздел 2.3.1), привести исходную систему 
линейных уравнений к трапециевидной форме. Для этого 

1. Найдем в первом столбце исходной системы линейных 
уравнений коэффициент ak1 отличный от нуля (такой ко-
эффициент обязательно найдется, так как в противном 
случае имели бы систему из m уравнений с n – 1 неизвест-
ными). Изменив нумерацию уравнений (применив элемен-
тарное преобразование 3) и записав первым то уравнение, 
в котором коэффициент при x1 не равен нулю, получим 
систему уравнений, в которой a11 ≠ 0. 

2. Положим j = 1. 
3. Умножая последовательно j-е уравнение на (– aij/ajj) (i = j + 

1, j + 2, ..., m) и складывая его с i-м уравнением системы, 
избавимся постепенно от присутствия неизвестного xj во 
всех уравнениях системы, начиная с уравнения j + 1. 

4. Положим j = j + 1. Если j > m, то переходим к пункту 6. 
Иначе переходим к пункту 5. 

5. В преобразованной системе уравнений ищем коэффициент 
akl отличный от нуля (k и l независимо принимают значе-
ния j, j + 1, ..., m). Пусть удалось найти такой коэффициент. 
В этом случае, применив элементарные преобразования 3, 
4, добьемся того, чтобы в системе уравнений akl находи-
лось на месте ajj, и перейдем к пункту 3. Если не удалось 
найти akl отличное от нуля, то переходим к пункту 6. 

6. Конец преобразований системы.  
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После того как система линейных уравнений с n неизвестны-
ми приведена к трапециевидной форме, можно очень просто раз-
решить вопрос о совместности системы, а также определить чис-
ло решений и сами решения.  

Действительно, после преобразований системы ее последнее 
k-е уравнение может иметь вид: 

а) xk = b'k (k = n) — система имеет единственное решение: 
значение xn известно из последнего уравнения, значение 

1−nx  находят из предпоследнего уравнения и т.д.; 

б) 0 = b'k (b'k ≠ 0) — система не имеет решений: данное урав-
нение не может выполняться ни при каких значениях неиз-
вестных; 

в) xk + a'k+1 xk+1 + ... + a'knxn = b'k — система имеет бесконечное 
множество решений: значение xk находят из последнего 
уравнения: 

xk = – a'k+1 x k+1 – ... – a'knxn + b'k,  

то есть xk является линейной комбинацией n – k неизвест-
ных xk+1, xk+2, ... , xn, значения которых можно выбирать 
произвольным образом (в дальнейшем неизвестные xk+1, 
xk+2, ... , xn будем называть произвольно задаваемыми па-
раметрами решения). 
Найденное значение xk подставляют в предпоследнее 

уравнение и находят значение xk–1 (xk–1 также будет некото-
рой линейной комбинацией произвольно задаваемых па-
раметров xk+1, xk+2, ... , xn) и т.д.  

П р и м е р  1. Решить систему уравнений 
 x1 – 4x2 + 3x3 = 5 
2x1 – 7x2 + 2x3 = 3 
3x1 – 8x2 + 4x3 = 9 

1)  x1– 4x2 + 3x3 = 5      2) x1– 4x2 + 3x3 = 5     3) x1 – 4x2 + 3x3 = 5 
             x2 – 4x3 = – 7             x2 – 4x3 = –7              x2 – 4x3 = –7 
           4x2 – 5x3 = – 6                  11x3 = 22                        x3 = 2 

Система 1 получена из исходной системы в результате 
– умножения первого уравнения на –2 и сложения его со вто-
рым уравнением, 
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– умножения первого уравнения на –3 и сложения его с 
третьим уравнением. 

Система 2 получена из системы 1 в результате умножения 
второго уравнения системы 1 на –4 и сложения его с третьим 
уравнением. 

Система 3 получена из системы 2 умножением третьего урав-
нения системы 2 на 1/11. 

Из последнего уравнения третьей системы получаем x3 = 2; из 
второго уравнения — x2 = – 7 + 4x3 = 1; из третьего уравнения — 
x1 = 5 + 4x2 – 3x3 = 3. Следовательно, исходная система уравнений 
имеет единственное решение 

x1 = 3, x2 = 1, x3 = 2. 

Отметим, что при решении системы линейных уравнений 
преобразования, требуемые методом Гаусса, можно совершать не 
над уравнениями, а над таблицей (матрицей) из коэффициентов 
при неизвестных и свободных членов. Например, осуществлен-
ный выше переход от исходной системы к системе 3 можно пред-
ставить в следующем виде: 

Исходная 
система 

 
Система 1  Система 2  Система 3 

ai1 ai2 ai3 bi  ai1 ai2 ai3 bi  ai1 ai2 ai3 bi  ai1 ai2 ai3 bi 
1 –4 3 5  1 –4 3 5  1 –4 3 5  1 –4 3 5 
2 –7 2 3  0 1 –4 –7  0 1 –4 –7  0 1 –4 –7 
3 –8 4 9  0 4 –5 –6  0 0 11 22  0 0 1 2 

П р и м е р  2. Решить систему уравнений 
  2x1    – x2    + 3x3  = – 7 

 x1 + 2x2   – 6x3 = 1 
 x1 + 5x2 – 15x3 = 8 

 
Исходная система  Система 1  Система 2 
ai1 ai2 ai3 bi  ai1 ai2 ai3 bi  ai1 ai2 ai3 bi 

2 –1 3 –7  2 –1 3 –7  2 –1 3 –7 
1 2 –6 1  0 –5 15 –9  0 –5 15 –9 
1 5 –15 8  0 –11 33 –23  0 0 0 –16 
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Таким образом, исходная система равносильна следующей сис-
теме: 
 2x1 – x2  +  3x3 = – 7  
     – 5x2 + 15x3 = – 9  
                 0×x3 = –16  

Но полученная система несовместна, так как ее последнее 
уравнение 

0×x1+ 0×x2 + 0×x3 = – 16  
не может быть удовлетворено ни при каких значениях неизвест-
ных. Следовательно, исходная система также несовместна.  

П р и м е р  3. Решить систему уравнений  

a = 2b;  

b = 2c;  

c = 2d;  

b = c + 2d;  

 a = b + 2c;  

a = c + b + 2d. 
Система состоит из 6-и уравнений и содержит 4 неизвестных: 

a, b, c, d. Запишем ее в стандартной форме {так как в исходной 
системе все свободные члены равны нулю (система однородна), 
то в таблице коэффициентов исходной системы их можно опус-
тить}: 

Исходная 
система 

 
Система 1  Система 2  Система 3 

a  b  c  d   a  b  c  d   a  b  c  d   a  b  c  d  
1 –2 0 0  1 –2 0 0  1 –2 0 0  1 –2 0 0 
0 1 –2 0  0 1 –2 0  0 1 –2 0  0 1 –2 0 
0 0 1 –2  0 0 1 –2  0 0 1 –2  0 0 1 –2 
0 1 –1 –2  0 1 –1 –2  0 0 1 –2  0 0 0 0 
1 –1 –2 0  0 1 –2 0  0 0 0 0  0 0 0 0 
1 –1 –1 –2  0 1 –1 –2  0 0 1 –2  0 0 0 0 

Таким образом, исходная система равносильна следующей сис-
теме: 
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a – 2b = 0 
b – 2c = 0 
c – 2d = 0  

Из последнего уравнения преобразованной системы получаем 
c = 2d; из второго уравнения b = 2c = 4d; из третьего уравнения a 
= 2b = 8d. Следовательно, исходная система уравнений имеет ре-
шение 

a = 8d, b = 4d, c = 2d,  
где d является произвольно задаваемым параметром (может при-
нимать произвольные значения). 

 
2.4. Методы решения определенных систем линейных урав-

нений с n неизвестными  
 

2.4.1. Формулы Крамера  

A. Пусть n = 2.  
Система линейных уравнений с двумя неизвестными имеет 

следующий вид (см. Раздел 2.3.1): 
a11x1 + a12x2 = b1   

 a21x1 + a22x2 = b2, 
где числа aik — коэффициенты уравнений, числа bi — свободные 
члены уравнений, xi — неизвестные, i — номер уравнения (i = 1, 
2), k — номер неизвестной (k = 1, 2). Решая эту систему методом 
Гаусса (см. Раздел 2.3.2), найдем, что  

12212211

122221
1 aaaa

abab
x

−
−=  и 

12212211

121211
2 aaaa

baba
x

−
−= . 

Отсюда получаем, что обсуждаемая система является опреде-
ленной, то есть имеет единственное решение (см. Раздел 2.3.1), 
когда 012212211 ≠− aaaa . 

Будем называть 
– квадратную таблицу размера 2×2, составленную из коэффи-
циентов уравнений aik, матрицей 2-го порядка и обозначать 
символом A2×2 или просто A:  

A2×2 = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2221

1211

aa

aa
A ; 

– диагональ 2211,aa  главной диагональю матрицы A;    
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